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1 Ââåäåíèå

Âàæíåéøåé õàðàêòåðèñòèêîé ïðîöåññà ñòîëêíîâåíèÿ ÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ. Èìåííî îíî îáû÷íî îïðåäåëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå
ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âàæíåéøåé õàðàêòåðèñòè-
êîé òåîðåòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññà ñòîëêíîâåíèÿ ÿâëÿåòñÿT -ìàòðèöà
íà ýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè. Âçàèìîñâÿçü ýòèõ õàðàêòåðèñòèê ñóùåñòâåííî
çàâèñèò îò ýêñïåðèìåíòàëüíûõ óñëîâèé ïðèãîòîâëåíèÿ ïó÷êà áîìáàðäèðóþùèõ
÷àñòèö è ÷àñòèö ìèøåíè, à òàêæå îò ñâîéñòâ ñèñòåìû äåòåêòèðîâàíèÿ ïðîäóêòîâ
ðåàêöèè.

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî ñå÷å-
íèÿ:

dσβα

dΩ
=

1

n
lim

∆Ω→0

Nβ
out(∆Ω)/Nα

in

∆Ω
, (1)

ãäå Nβ
out(∆Ω) � êîëè÷åñòâî ÷àñòèö-ïðîäóêòîâ ðåàêöèè, çàðåãèñòðèðîâàííûõ äå-

òåêòîðàìè â ýëåìåíòå ∆Ω èìïóëüñíîãî ïðîñòðàíñòâà âûõîäíîãî êàíàëà β ðå-
àêöèè; Nα

in � êîëè÷åñòâî ÷àñòèö ïó÷êà, ïîïàâøèõ íà ìèøåíü âî âõîäíîì êà-
íàëå α çà âðåìÿ ýêñïåðèìåíòà; n � êîëè÷åñòâî ÷àñòèö ìèøåíè, ïðèõîäÿùèõñÿ
íà åäèíèöó ïëîùàäè ïëîñêîñòè Π, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè ïó÷êà (ïîâåðõíîñòíàÿ
ïëîòíîñòü ìèøåíè) (ðèñ.1). Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ,÷òî ìèøåíü îäíîðîäíà è
èìååò ôèêñèðîâàííóþ òîëùèíó â òîé ÷àñòè, êîòîðàÿ îáëó÷àåòñÿ ïó÷êîì.

Ðèñ. 1: Âçàèìíîå ïîëîæåíèå ìèøåíè è ïó÷êà áîìáàðäèðóþùèõ ÷àñòèö. Çàøòðè-
õîâàíà ÷àñòü ìèøåíè, îáëó÷àåìàÿ ïó÷êîì.
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Îïðåäåëåíèå (1) äèôôåðåíöèàëüíîãî ñå÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ îáùåïðèíÿòûì ó ýêñ-
ïåðèìåíòàòîðîâ [1]. Îíî íåñêîëüêî îòëè÷àåòñÿ îò òîãî îïðåäåëåíèÿ, êîòîðîìó
îáû÷íî ñëåäóþò òåîðåòèêè [2, 3, 4, 5, 7, 8]:


dσβα

dΩ




theor

=
1

jα
in

lim
∆Ω→0

Jβ
out(∆Ω)

∆Ω ·N , (2)

ãäå Jβ
out(∆Ω) � ïîòîê ïðîäóêòîâ ðåàêöèè, âûëåòàþùèõ â ýëåìåíò∆Ω èìïóëüñ-

íîãî ïðîñòðàíñòâà âûõîäíîãî êàíàëàβ, jα
in � ïëîòíîñòü ïîòîêà áîìáàðäèðóþùèõ

÷àñòèö, N � ïîëíîå êîëè÷åñòâî ÷àñòèö ìèøåíè, îáëó÷àåìûõ ïó÷êîì.
Îïðåäåëåíèå (1) ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùèì: îíî ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì (2) â

òîì ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ïëîòíîñòü ïîòîêà jα
in ïàäàþùèõ ÷àñòèö îäèíàêîâà ïî

âñåé ïëîùàäè ìèøåíè è ïîñòîÿííà âî âðåìåíè.
Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî ñå÷åíèÿ

ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (1) â ðàìêàõ íåñòàöèîíàðíîé êâàíòîâîé òåîðèè ñòîëêíî-
âåíèé.

2 Îïåðàòîð ðàññåÿíèÿ S

Ðàññìîòðèì ýëåìåíòàðíûé ïðîöåññ ñòîëêíîâåíèÿ

a + b −→ 1 + 2 + · · ·+ N, (3)

â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî îáðàçóþòñÿN ñâîáîäíûõ ÷àñòèö, êîòîðûå ìîãóò ðåãèñòðè-
ðîâàòüñÿ äåòåêòèðóþùåé ñèñòåìîé. Âõîäíîé êàíàë ýòîãî ïðîöåññà îáîçíà÷èì
áóêâîé α, à âûõîäíîé êàíàë áóêâîé β.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âåêòîð |ψ(t)〉 ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè
t óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà

ı
d

dt
|ψ(t)〉 = H|ψ(t)〉, h̄ = 1, (4)

ãäå H � ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû. ÅñëèH íå çàâèñèò ÿâíî îò âðåìåíè, òî âåêòîð
ñîñòîÿíèÿ â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

|ψ(t)〉 = U(t, t0)|ψ(t)〉, (5)

ãäå
U(t, t0) = exp(−ıH(t− t0)) (6)

� îïåðàòîð ýâîëþöèè ñèñòåìû.
Âûáåðåì íà÷àëî îòñ÷åòà t0 âðåìåíè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âçàèìîäåéñòâèå

ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö a è b ïðîèñõîäèëî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè
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è ïîëîæèì t0 = 0. Òîãäà ïðè t → −∞ ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû ìîæíî âçÿòü â
âèäå

Hα = H − V α, (7)
ãäå V α � îïåðàòîð ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö â êàíàëå
α. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìû ïðåíåáðåãàåì âçàèìîäåéñòâèåì ÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ íà
ìàêðîñêîïè÷åñêîì óäàëåíèè äðóã îò äðóãà. Ñîîòâåòñòâåííî ïðè t → +∞ ìîæ-
íî ïðåíåáðå÷ü ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé V β âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö â âûõîäíîì
êàíàëå β è âçÿòü ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû â âèäå

Hβ = H − V β. (8)

Èñïîëüçóÿ (5) ïðè t0 = 0, ïîëó÷àåì

|ψ(t)〉t→−∞ = exp(−ıHαt)|ψα
in〉, |ψ(t)〉t→+∞ = exp(−ıHβt)|ψβ

out〉, (9)

ãäå |ψα
in〉 � ñîñòîÿíèå, â êîòîðîå ïåðåøëà áû ñèñòåìà â ìîìåíò t = 0, åñëè

áû îñòàâàëàñü â êàíàëå α ñ ãàìèëüòîíèàíîì Hα; |ψβ
out〉 � ñîñòîÿíèå, â êîòîðîì

ñèñòåìà áûëà áû â ìîìåíò t = 0, åñëè áû íàõîäèëàñü â êàíàëå β ñ ãàìèëüòî-
íèàíîì Hβ. Áóäåì íàçûâàòü |ψα

in〉è |ψβ
out〉 âõîäíîé è âûõîäíîé àñèìïòîòàìè â

êàíàëàõ α è β, ñîîòâåòñòâåííî. Êàæäàÿ èç íèõ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò èñòèííîå
ñîñòîÿíèå ðàññåÿíèÿ |ψ(t)〉 â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè. Äåéñòâèòåëüíî, èç (9) è
(5) èìååì

exp(−ıHt)|ψ(0)〉t→−∞ = exp(−ıHαt)|ψα
in〉,

exp(−ıHt)|ψ(0)〉t→+∞ = exp(−ıHβt)|ψβ
out〉,

îòêóäà ïîëó÷àåì
|ψ(0)〉 = Ωα

+|ψα
in〉 = Ωβ

−|ψβ
out〉, (10)

ãäå ââåäåíû ìåëëåðîâñêèå âîëíîâûå îïåðàòîðû [7]

Ωγ
± = lim

t→∓∞ exp(ıHt) exp(−ıHγt), γ = α, β, (11)

êîòîðûå îòîáðàæàþò àñèìïòîòû íà èñòèííîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ïðèt = 0. Èç
(5) è (10) íàõîäèì âåêòîð ñîñòîÿíèÿ â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè

|ψ(t)〉 = exp(−ıHt)|ψ(0)〉 = exp(−ıHt)Ωα
+|ψα

in〉 = exp(−ıHt)Ωβ
−|ψβ

out〉. (12)

Âñå ýòè âåêòîðû îïèñûâàþò ôèçè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ, à ïîýòîìó ïðèíàäëåæàò ïðî-
ñòðàíñòâó L2 êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé.

Ëþáóþ àñèìïòîòó â êàíàëå γ â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå

ψγ
asymp(·) = Φγ(~r1, ~r2, . . . , ~rnγ

)
nγ∏

i=1
φγ

i (ξi)χ
γ
i (σi), (13)
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ãäå {~ri}nγ

i=1 � êîîðäèíàòû öåíòðîâ ìàññnγ ÷àñòèö êàíàëà γ, {ξi}nγ

i=1 � ïðîñòðàí-
ñòâåííûå êîîðäèíàòû ñóá÷àñòèö, âõîäÿùèõ â ñîñòàâ êàæäîé èç ñâîáîäíûõ ÷àñòèö
êàíàëà γ, {σi}nγ

i=1 � èõ ñïèíîâûå êîîðäèíàòû, {φγ
i (ξi)}nγ

i=1 � âîëíîâûå ôóíêöèè,
îïèñûâàþùèå âíóòðåííåå îðáèòàëüíîå äâèæåíèå ñâîáîäíûõ ÷àñòèö,{χγ

i (σi)}nγ

i=1
� ñîîòâåòñòâóþùèå ñïèíîâûå ôóíêöèè, Φγ(~r1, ~r2, . . . , ~rnγ

) � ôóíêöèÿ, îïèñû-
âàþùàÿ ñâîáîäíîå äâèæåíèå öåíòðîâ ìàññ ÷àñòèö â êàíàëåγ.

Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, â êîòîðîì ñòàëêèâàþùèåñÿ ÷àñòèöû a è b

íàõîäÿòñÿ íà ìàêðîñêîïè÷åñêîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà, îïðåäåëÿåòñÿ ïðî-
öåäóðîé ïðèãîòîâëåíèÿ ïó÷êà è ìèøåíè è çàäàåòñÿ âõîäíîé àñèìïòîòîé |ψα

in〉.
Òåì ñàìûì ñîãëàñíî (12) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñîñòîÿíèå ñèñòåìû|ψ(t)〉 â
ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t. Åñëè ïðîäóêòû ðåàêöèè (3) ïðè t → +∞ ïîä-
âåðãàþòñÿ íåêîòîðîé ïðîöåäóðå èçìåðåíèÿ (ðåãèñòðàöèè), êîòîðîé ìîæåò áûòü
ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðûé âåêòîð |φ(t)〉 = exp(−ıHβt)|ψβ

out〉, òî ìîæ-
íî ãîâîðèòü î âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà ñèñòåìû â ðåçóëüòàòå ýòîãî èçìåðåíèÿ èç
íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ, çàäàâàåìîãî âõîäíîé àñèìïòîòîé|ψα

in〉, â êîíå÷íîå ñîñòî-
ÿíèå, çàäàâàåìîå âûõîäíîé àñèìïòîòîé |ψβ

out〉. Àìïëèòóäà ýòîãî ïåðåõîäà åñòü
A(ψβ

out ← ψα
in) = lim

t→∞〈φ(t)|ψ(t)〉 = lim
t→∞〈exp(−ıHβt)ψβ

out| exp(−ıHt)Ωα
+ψα

in〉 =

= lim
t→∞〈ψ

β
out|(exp(ıHt) exp(−ıHβt))+Ωα

+ψα
in〉,

ò.å.
A(ψβ

out ← ψα
in) = 〈ψβ

out|Sβα|ψα
in〉, (14)

ãäå
Sβα ≡ (Ωβ

−)+Ωα
+ (15)

íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì ðàññåÿíèÿ [5] èç êàíàëà α â êàíàë β èëè S-îïåðàòîðîì.
Ìàòðèöà îïåðàòîðà Sβα íàçûâàåòñÿ S-ìàòðèöåé.

3 Èíòåãðàëû äâèæåíèÿ

Ââåäåì èìïóëüñíûé áàçèñ â êàíàëå γ â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè â ñëå-
äóþùåì âèäå:

〈{~ri, ξi, σi}nγ

i=1|{~pi}nγ

i=1, γ〉 =
nγ∏

i=1

exp(ı~pi~ri)

(2π)3/2 φγ
i (ξi)χ

γ
i (σi), (16)

ãäå {~pi}nγ

i=1 � èìïóëüñû ñâîáîäíûõ ÷àñòèö, áóêâîé γ îáîçíà÷åíà ñîâîêóïíîñòü
âñåõ îñòàëüíûõ êâàíòîâûõ ÷èñåë, çàäàþùèõ áàçèñíîå ñîñòîÿíèå â ýòîì êàíà-
ëå. Ýòè âåêòîðû ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííûìè ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè êàíàëüíîãî
ãàìèëüòîíèàíà Hγ

Hγ|p, γ〉 = Eγ
p |p, γ〉, (17)
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ãäå
p = {~pi}nγ

i=1, Eγ
p =

nγ∑

i=1
(~pi

2 + (mγ
i )

2))1/2 (18)

� ñóììàðíàÿ ïîëíàÿ ýíåðãèÿ â êàíàëå γ, {mγ
i }nγ

1 � ìàññû ñâîáîäíûõ ÷àñòèö,
îïðåäåëÿþùèå èõ âíóòðåííþþ ýíåðãèþ. Âåêòîðû (16) óäîâëåòâîðÿþò îáîáùåí-
íîìó óñëîâèþ îðòîíîðìèðîâàííîñòè

〈p, γ|p′, γ′〉 = δγγ′δ(p− p′), (19)

ãäå
δ(p− p′) =

nγ∏

i=1
δ(~pi − ~pi

′). (20)

Äîêàæåì ñëåäóþùåå "ñîîòíîøåíèå ïåðåáðîñà"äëÿ ìåëëåðîâñêèõ îïåðàòîðîâ

HΩγ
± = Ωγ

±Hγ. (21)

Èìååì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåùåñòâåííîãî ïàðàìåòðàτ

exp(ıHτ)Ωγ
± = exp(ıHτ) lim

|t|→∞
(exp(ıHt) exp(−ıHγt)) =

= lim
|t|→∞

(exp(ıH(τ + t)) exp(−ıHγ(τ + t))) exp(ıHγτ) = Ωγ
± exp(ıHγτ),

ò.å.
exp(ıHτ)Ωγ

± = Ωγ
± exp(ıHγτ).

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå ïî τ , ïîëó÷àåì

H exp(ıHτ)Ωγ
± = Ωγ

±Hγ exp(ıHγτ).

Ïîëàãàÿ çäåñü τ = 0, ïîëó÷àåì (21).
Ìàòðèöà îïåðàòîðà Sβα ðàññåÿíèÿ â èìïóëüñíîì áàçèñå (16) ñîãëàñíî (15)

èìååò âèä
〈p′β|Sβα|pα〉 = 〈p′β|(Ωβ

−)+Ωα
+|pα〉.

Èñïîëüçóÿ (17) è (21), ïîëó÷àåì îòñþäà ñ ó÷åòîì ýðìèòîâîñòèH è Hγ

Eα
p 〈p′β|Sβα|pα〉 = 〈p′β|(Ωβ

−)+Ωα
+Hα|pα〉 = 〈p′β|(Ωβ

−)+HΩα
+|pα〉 =

= 〈p′β|(HΩβ
−)+Ωα

+|pα〉 = 〈p′β|Hβ(Ωβ
−)+Ωα

+|pα〉 = Eβ
p′〈p′β|Sβα|pα〉.

Ñëåäîâàòåëüíî,
(Eα

p − Eβ
p′)〈p′β|Sβα|pα〉 = 0. (22)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ðàâåí íóëþ, åñëèEα
p 6= Eβ

p′, ò.å. åñëè
íå ñîõðàíÿåòñÿ ïîëíàÿ ýíåðãèÿ â ïåðåõîäå ìåæäó íà÷àëüíûì è êîíå÷íûì ñîñòî-
ÿíèÿìè (ïðè t → ±∞).
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Ïîñêîëüêó âñå âçàèìîäåéñòâèÿ â èçîëèðîâàííîé ñèñòåìå çàâèñÿò òîëüêî îò
îòíîñèòåëüíûõ êîîðäèíàò ÷àñòèö, ãàìèëüòîíèàíH ÿâëÿåòñÿ òðàíñëÿöèîííî èí-
âàðèàíòíûì. Îïåðàòîð ïðîñòðàíñòâåííîãî ñìåùåíèÿ íà âåêòîð~ρ èìååò âèä

T~ρ = exp(−ı~ρ ~P), (23)

ãäå ~P =
∑

i ~pi îïåðàòîð ïîëíîãî èìïóëüñà ñèñòåìû. Ñëåäîâàòåëüíî,

[H, T~ρ] = 0, [H, ~P ] = 0. (24)

Èç (11),(15) è (24) ïîëó÷àåì
[Sβα, ~P ] = 0. (25)

Âû÷èñëèì ìàòðèöó ýòîãî êîììóòàòîðà â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè

〈p′β|[Sβα, ~P ]|pα〉 = 〈p′β|Sβα ~P − ~PSβα|pα〉 = (~P − ~P ′)〈p′β|Sβα|pα〉.
Ó÷èòûâàÿ (25), ïîëó÷àåì îòñþäà

(~P − ~P ′)〈p′β|Sβα|pα〉 = 0, (26)

ãäå
~P =

nα∑

i=1
~pi, ~P ′ =

nβ∑

i=1
~pi
′ (27)

� ïîëíûå èìïóëüñû â íà÷àëüíîì è êîíå÷íîì ñîñòîÿíèÿõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàò-
ðè÷íûé ýëåìåíò ðàâåí íóëþ, åñëè íå ñîõðàíÿåòñÿ ïîëíûé èìïóëüñ â ýòîì ïåðå-
õîäå.

4 Îïåðàòîð ïåðåõîäà T è T -ìàòðèöà

Âûäåëÿÿ èç îïåðàòîðà ðàññåÿíèÿS åäèíè÷íûé îïåðàòîð I, ñîîòâåòñòâóþùèé
îòñóòñòâèþ ðàññåÿíèÿ, ââîäèì îïåðàòîðR ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ:

S = I − 2πıR. (28)

ÏîñêîëüêóR óäîâëåòâîðÿåò òåì æå êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì, ÷òîS, èñ-
ïîëüçóÿ (22) è (26), ïîëó÷àåì åãî ìàòðèöó â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè â âèäå

〈p′β|Rβα|pα〉 = δ(Eβ
p′ − Eα

p )δ(~P ′ − ~P )〈p′β|T βα|pα〉, (29)

ãäå ââåäåíà ìàòðèöà 〈p′β|T βα|pα〉, îïðåäåëåííàÿ òîëüêî íà ýíåðãåòè÷åñêîé ïî-
âåðõíîñòè, ò.å. òîëüêî äëÿ òåõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ, êîòîðûå ñîõðàíÿþò ïîëíûå
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ýíåðãèþ è èìïóëüñ. Ó÷èòûâàÿ (19) è (29) , ïîëó÷àåì ìàòðèöó îïåðàòîðà ðàññå-
ÿíèÿ S â âèäå

〈p′β|Sβα|pα〉 = δβαδ(p− p′)− 2πıδ(Eβ
p′ − Eα

p )δ(~P ′ − ~P )〈p′β|T βα|pα〉. (30)

Â òåîðèè ðàññåÿíèÿ [8] ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà 〈p′β|T βα|pα〉 ìîæåò áûòü
âû÷èñëåíà ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ

〈p′β|T βα|pα〉δ(~P ′ − ~P ) = lim
ε↓0
〈p′β|T βα(Eα

p + ıε)|pα〉, (31)

ãäå
T βα(z) = V α + V β(z −H)−1V α, (32)

H � ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû, V α � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ÷à-
ñòèö âî âõîäíîì êàíàëå α, V β � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ â âû-
õîäíîì êàíàëå β, z � êîìïëåêñíàÿ ïåðåìåííàÿ; δ-ôóíêöèÿ â (31) âûðàæàåò
ñîõðàíåíèå ïîëíîãî èìïóëüñà ~P ñèñòåìû, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ðà-
âåíñòâà [T βα(z), ~P ] = 0 , âûòåêàþùåãî èç (24) è (32).

Îïåðàòîð T βα(z) íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì ïåðåõîäà [5] èç êàíàëà α â êàíàë
β èëè T -îïåðàòîðîì, à ìàòðèöà 〈p′β|T βα|pα〉 íàçûâàåòñÿ T -ìàòðèöåé.

5 Âû÷èñëåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî ñå÷åíèÿ

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî ñå÷åíèÿ ïî ôîðìóëå (1) íàäî íàéòè

W βα = Nβ
out(∆Ω)/Nα

in. (33)

Ýòà âåëè÷èíà èìååò ñìûñë âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà ñèñòåìû èç âõîäíîãî êàíàëà
α â ýëåìåíò ∆Ω èìïóëüñíîãî ïðîñòðàíñòâà âûõîäíîãî êàíàëà β. Ýòîò ïðîöåññ
îáóñëîâëåí âçàèìîäåéñòâèåì áîìáàðäèðóþùåé ÷àñòèöû ñî âñåìè òåìèNT ÷à-
ñòèöàìè ìèøåíè, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ â îáëàñòè ïðîñòðàíñòâåííîé ëîêàëèçàöèè
ïó÷êîâîé ÷àñòèöû. Ïðåíåáðåãàÿ âñåìè ýôôåêòàìè êîãåðåíòíîñòè â ïðîöåññå ðàñ-
ñåÿíèÿ íà ðàçëè÷íûõ ÷àñòèöàõ ìèøåíè, ïîëó÷àåì

W βα =
NT∑

i=1
wβα(~ρi), (34)

ãäå wβα(~ρi) � âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà çà ñ÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ ïó÷êîâîé ÷àñòèöû
ñ ÷àñòèöåé ìèøåíè, ñðåäíåå çíà÷åíèå êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ êîòîðîé äàåòñÿ
âåêòîðîì ~ρi.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ wβα(~ρi) âîñïîëüçóåìñÿ îñíîâíûì ïîñòóëàòîì êâàíòîâîé ìå-
õàíèêè ([6, 2]), ñîãëàñíî êîòîðîìó âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà
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F â ñîñòîÿíèè, îïèñûâàåìîì ñòàòèñòè÷åñêèì îïåðàòîðîìρ, ëåæèò â èíòåðâàëå
∆, äàåòñÿ ôîðìóëîé

PrF (∆) = Sp(ρΠF (∆)), (35)
ãäå ΠF (∆) � îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà
ñîáñòâåííûå âåêòîðû |Fi〉 ýðìèòîâà îïåðàòîðà F , ïðèíàäëåæàùèå ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèÿì Fi ∈ ∆ , ò.å.

ΠF (∆) =
∑

Fi∈∆
|Fi〉〈Fi|. (36)

Èñïîëüçóÿ ïðîèçâîëüíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ{φk}∞k=1, ïîëó÷àåì

PrF (∆) =
∞∑

k=1
〈φk|ρΠF (∆)|φk〉 =

∞∑

k=1
〈φk|ρ[

∑

Fi∈∆
|Fi〉〈Fi|]|φk〉 =

=
∑

Fi∈∆

∞∑

k=1
〈Fi|φk〉〈φk|ρ|Fi〉 =

∑

Fi∈∆
〈Fi|ρ|Fi〉,

ò.å.
PrF (∆) =

∑

Fi∈∆
〈Fi|ρ|Fi〉. (37)

Ôîðìóëû (36,37) ïðèìåíèìû òîëüêî äëÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, îïåðàòîðû êî-
òîðûõ èìåþò ÷èñòî äèñêðåòíûå ñïåêòðû. Åñëè ñïåêòð îïåðàòîðàF íåïðåðûâíûé,
à óñëîâèå ïîëíîòû åãî îáîáùåííûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ èìååò âèä

∫
dF |F 〉〈F | = I,

âìåñòî (36) ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü

ΠF (∆) =
∫

∆

dF |F 〉〈F |,

à âìåñòî (37) ïîëó÷èì
PrF (∆) =

∫

∆

dF 〈F |ρ|F 〉. (38)

Åñëè îïåðàòîðû F è G äâóõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí êîììóòèðóþò, ñóùåñòâóåò
ïîëíûé îðòîíîðìèðîâàííûé íàáîð èõ ñîâìåñòíûõ îáîáùåííûõ ñîáñòâåííûõ âåê-
òîðîâ |FG〉. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F èìååò íåïðåðûâíûé ñïåêòð, à G äèñêðåòíûé
ñïåêòð. Òîãäà óñëîâèå ïîëíîòû ýòîãî íàáîðà èìååò âèä

∫
dF

∑

i

|FGi〉〈FGi| = I, (39)

à ñîîòâåòñòâóþùèé ïðîåêòîð ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ΠFG(∆F , ∆G) =
∫

∆F

dF
∑

Gi∈∆G

|FGi〉〈FGi|. (40)
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Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðåçóëüòàòû èçìåðåíèÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èíF è G â ñîñòî-
ÿíèè ρ áóäóò íàõîäèòüñÿ â èíòåðâàëàõ∆F è ∆G, ñîãëàñíî (35) äàåòñÿ ôîðìóëîé

Pr(∆F , ∆G) =
∫

∆F

dF
∑

Gi∈∆G

〈FGi|ρ|FGi〉. (41)

Îáîçíà÷èì ρ0 ñòàòèñòè÷åñêèé îïåðàòîð âõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû â ïðî-
öåññå ðàññåÿíèÿ (3), ïîä êîòîðûì ìû áóäåì ïîíèìàòü ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â ìî-
ìåíò âðåìåíè t = 0 ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðè t ≤ 0 ýâîëþöèÿ ñèñòåìû ïðîèñõîäèëà
ïîä äåéñòâèåì îïåðàòîðà exp(−ıHαt), ãäå Hα � ãàìèëüòîíèàí âõîäíîãî êàíàëà
α. Îïåðàòîð Hα îïèñûâàåò ñâîáîäíîå äâèæåíèå ÷àñòèö â êàíàëå α, ïðè êîòî-
ðîì ñîõðàíÿþòñÿ âñå âåëè÷èíû γα, îïåðàòîðû êîòîðûõ êîììóòèðóþò ñ Hα. Â
÷àñòíîñòè, ýòî èìïóëüñû è ïðîåêöèè ñïèíîâ ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö íà ïðîèç-
âîëüíóþ îñü êâàíòîâàíèÿ. Îïåðàòîð ρ0 ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííûì ýðìèòîâûì îïåðàòîðîì ñ åäèíè÷íûì ñëåäîì, à ïîýòîìó ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

ρ0 =
∑
γα

Wγα
|ψγα

〉〈ψγα
|, (42)

ãäå |ψγα
〉 � êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìîå ñîñòîÿíèå, õàðàêòåðèçóåìîå íåêîòîðûì

ïîëíûì íàáîðîì êâàíòîâûõ ÷èñåë γα, Wγα
≥ 0 � ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ ñîñòîÿíèÿ

|ψγα
〉 â ñìåñè ρ0, ïðè÷åì ∑

γα

Wγα
= 1. (43)

Ñîñòîÿíèÿ |ψγα
〉 èãðàþò ðîëü âõîäíûõ àñèìïòîò |ψα

in〉, à ïîýòîìó èñòèííîå
ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíèt ñîãëàñíî (12) ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíî â âèäå

ρ(t) =
∑
γα

Wγα
|ψγα

(t)〉〈ψγα
(t)|, (44)

ãäå
|ψγα

(t)〉 = exp(−ıHt)Ωα
+|ψγα

〉.
Ðàññìîòðèì ðåãèñòðàöèþ ïðîäóêòîâ ðåàêöèè ñ ïîìîùüþ äåòåêòîðíîé ñèñòå-

ìû, èçìåðÿþùåé èìïóëüñ ~pi è ïðîåêöèþ mi ñïèíà êàæäîãî ïðîäóêòà. Âñå ýòè
âåëè÷èíû ñîõðàíÿþòñÿ ïðè ñâîáîäíîì äâèæåíèè ÷àñòèö. Ïîýòîìó èõ ðàñïðåäå-
ëåíèå â àñèìïòîòè÷åñêîé îáëàñòè (t → ∞) íå çàâèñèò îò ìîìåíòà t âðåìåíè
èçìåðåíèÿ. Ïðîåêòîð ýòîãî èçìåðåíèÿ ñîãëàñíî (9) è (40) èìååò âèä

Π(t, {∆i}N
1 , {mi}N

1 , β) =

=
∫

∆1

d3p1

∫

∆2

d3p2 . . .
∫

∆N

d3pN e−ıHβt|p,m, β〉〈p,m, β|eıHβt, (45)

ãäå
p ≡ {~pi}N

i=1, m ≡ {mi}N
i=1,
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∑

mβ

∫
|p,m, β〉〈p,m, β| d3p = I.

Ýòîò ïðîåêòîð ñîîòâåòñòâóåò èçìåðåíèþ èìïóëüñîâ ñâîáîäíûõ ÷àñòèö ñ íåîïðå-
äåëåííîñòÿìè {∆i}N

1 , òî÷íîìó èçìåðåíèþ ïðîåêöèé ñïèíîâ {mi}N
1 è òî÷íîìó

îïðåäåëåíèþ âíóòðåííåãî ñîñòîÿíèÿ êàæäîãî ïðîäóêòà ðåàêöèè, êîòîðîå çàäàåò-
ñÿ êâàíòîâûì ÷èñëîì β.

Ïîäñòàâëÿÿ (44) è (45) â (35) ñ èñïîëüçîâàíèåì (41), íàõîäèì âåðîÿòíîñòü
óêàçàííîãî ðåçóëüòàòà èçìåðåíèÿ ïðè t →∞:

Pr({∆i}N
1 , {mi}N

1 , β) =

=
∑
γα

Wγα

∫

∆

d3p〈p,m, β|eıHβt|ψγα
(t)〉t→∞〈ψγα

(t)|e−ıHβt|p,m, β〉t→∞, (46)

ãäå ∫

∆

d3p =
∫

∆1

d3p1

∫

∆2

d3p2 . . .
∫

∆N

d3pN ,

〈p,m, β|eıHβt|ψγα
(t)〉t→∞ = 〈p,m, β|eıHβte−ıHtΩα

+|ψγα
〉t→∞ =

= 〈p,m, β|Sβα|ψγα
〉,

〈ψγα
(t)|e−ıHβt|p,m, β〉t→∞ = 〈ψγα

|(Sβα)+|p,m, β〉.
Çäåñü áûëè èñïîëüçîâàíû ñîîòíîøåíèÿ (11),(12) è (15). Ñëåäîâàòåëüíî,

Pr({∆i}N
1 , {mi}N

1 , β) =
∫

∆

d3p
∑
γα

〈p,m, β|Sβα|ψγα
〉Wγα

〈ψγα
|(Sβα)+|p,m, β〉.

Èñïîëüçóÿ (42), ïîëó÷àåì

Pr({∆i}N
1 , {mi}N

1 , β) =
∫

∆

d3p〈p,m, β|Sβαρ0(S
βα)+|p,m, β〉. (47)

Ýòà ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ áàçîâîé äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî ñå÷åíèÿ.
Ñòàòèñòè÷åñêèé îïåðàòîð ρ0 âõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ îïèñûâàåò ñèñòåìó äâóõ

íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö � ïó÷êîâóþ ÷àñòèöó (B) è ÷àñòèöó ìèøåíè (T ),
öåíòð ìàññ êîòîðîé ëîêàëèçîâàí â òî÷êå ~ρT . Ïîñêîëüêó ýòè ÷àñòèöû ïðèãîòàâ-
ëèâàþòñÿ â ðàçíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ óñòðîéñòâàõ, âñå èõ õàðàêòåðèñòèêè âçà-
èìíî íåçàâèñèìû. Ïîýòîìó ρ0 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôàêòîðèçîâàííîì âèäå [6],
ò.å. â âèäå òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ îïåðàòîðîâ

ρ0 = ρB ⊗ ρT . (48)

Ïîñêîëüêó âíóòðåííåå äâèæåíèå êàæäîé èç ýòèõ ÷àñòèö íå çàâèñèò îò äâèæåíèÿ
öåíòðîâ ìàññ, ñòàòèñòè÷åñêèå îïåðàòîðû ÷àñòèö ìîæíî òàê æå ôàêòîðèçîâàòü:

ρi = ρ
(cm)
i ⊗ ρ

(inner)
i , i = B, T, (49)
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ãäå ρ
(cm)
i � ñòàòèñòè÷åñêèé îïåðàòîð öåíòðà ìàññ ÷àñòèöû i, ρ

(inner)
i � ñòàòè-

ñòè÷åñêèé îïåðàòîð âíóòðåííåãî ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèöû i.
Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäàÿ ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿ-

íèè âíóòðåííåãî îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ |α0
i 〉, õàðàêòåðèçóåìîãî ñîâîêóïíîñòüþ

êâàíòîâûõ ÷èñåëα0
i . Òîãäà ρ

(inner)
i òàêæå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôàêòîðèçîâàííîì

âèäå
ρ

(inner)
i = ρ

(orb)
i ⊗ ρ

(spin)
i , i = B, T, (50)

ãäå
ρ

(orb)
i = |α0

i 〉〈α0
i | (51)

� ñòàòèñòè÷åñêèé îïåðàòîð îðáèòàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèöûi, ρ
(spin)
i � ñòàòè-

ñòè÷åñêèé îïåðàòîð åå ñïèíîâîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ (50) â (49), ïîëó÷àåì

ρi = ρ
(cm)
i ⊗ ρ

(orb)
i ⊗ ρ

(spin)
i , i = B, T. (52)

Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñîñòîÿíèÿ äâèæåíèÿ öåíòðîâ ìàññ ÿâëÿþòñÿ
÷èñòûìè è îïèñûâàþòñÿ âåêòîðàìè |ai〉, ò.å.

ρ
(cm)
i = |ai〉〈ai|. (53)

Îáîçíà÷èì GB(~r) âîëíîâóþ ôóíêöèþ öåíòðà ìàññ ïó÷êîâîé ÷àñòèöû B â
êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè, àGT (~r) âîëíîâóþ ôóíêöèþ öåíòðà ìàññ ÷àñòèöû
ìèøåíè T â òîì æå ïðåäñòàâëåíèè, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî îáå ÷àñòèöû ëîêàëèçîâàíû
â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò ~r = 0.

Ôóíêöèþ Gi(~r), i = B, T ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, â âèäå

Gi(~r) = (πδ2)−3/4 exp(−r2/(2δ2)) exp(ı〈~q〉~r),
ãäå ~r � êîîðäèíàòà öåíòðà ìàññ ÷àñòèöû, δ2 � äèñïåðñèÿ êîîðäèíàòíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ, 〈~q〉 � ñðåäíåå çíà÷åíèå èìïóëüñà. Ýòà ôóíêöèÿ íîðìèðîâàíà íà
åäèíèöó ∫

|Gi(~r)|2 d3r = 1,

à ïàðàìåòðû δ è 〈~q〉 îïðåäåëÿþòñÿ ïðîöåäóðàìè ïðèãîòîâëåíèÿ ïó÷êà è ìèøåíè.
Â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ýòîãî ñîñòîÿíèÿ ïðèíèìàåò

âèä

ai(~q) = (2π)−3/2
∫

exp(−ı~q~r)Gi(~r) d3r = (δ/
√

π)3/2 exp(−δ2

2
(~q − 〈~q〉)2). (54)

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ÷àñòèöû-ìèøåíè, ëîêàëèçîâàííîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè
~ρT , ïîëó÷àåòñÿ èç aT (~q) ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà (23)ïðîñòðàíñòâåííîãî ñäâèãà

a~ρT
(~q) = T~ρT

aT (~q) = exp(−ı~ρT
~P)aT (~q) = exp(−ı~ρT~q)aT (~q). (55)
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Îáîçíà÷èì ~qB, ~qT èìïóëüñû ÷àñòèö B è T ; κB, κT � ïðîåêöèè èõ ñïèíîâ íà
íåêîòîðóþ îñü êâàíòîâàíèÿ; αB, αT � êâàíòîâûå ÷èñëà ñîñòîÿíèé âíóòðåííåãî
îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö. Òîãäà ìàòðèöû îïåðàòîðîâρB è ρT , îïðåäåëÿ-
åìûõ ôîðìóëàìè (51),(52) è (53), ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

〈~qB, κB, αB|ρB|~qB
′, κ′B, α′B〉 = aB(~qB)a∗B(~qB

′)〈αB|α0
B〉〈α0

B|α′B〉〈κB|ρ(spin)
B |κ′B〉,

〈~qT , κT , αT |ρT |~qT
′, κ′T , α′T 〉 = a~ρT

(~qT )a∗~ρT
(~qT

′)〈αT |α0
T 〉〈α0

T |α′T 〉〈κT |ρ(spin)
T |κ′T 〉.

Èñïîëüçóÿ ýòè âûðàæåíèÿ, ïîëó÷àåì ìàòðèöó îïåðàòîðà (48)

〈~qB, κB, αB; ~qT , κT , αT |ρ0|~qB
′, κ′B, α′B; ~qT

′, κ′T , α′T 〉 =

= aB(~qB)a∗B(~qB
′)a~ρT

(~qT )a∗~ρT
(~qT

′)〈κB|ρ(spin)
B |κ′B〉〈κT |ρ(spin)

T |κ′T 〉×
×δαBα′BδαBα0

B
δαT α′T δαT α0

T
. (56)

Ýòî åñòü ìàòðèöà ïëîòíîñòè âõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ. Èñïîëüçóÿ åå, ïðèâîäèì ìàò-
ðè÷íûé ýëåìåíò èç âûðàæåíèÿ (47) ê âèäó

〈p,m, β|Sβαρ0(S
βα)+|p,m, β〉 =

∑

κBκT κ′Bκ′T

〈κB|ρ(spin)
B |κ′B〉〈κT |ρ(spin)

T |κ′T 〉×

×
∫

d3qBd3qT 〈p,m, β|Sβα|~qB, κB, α0
B; ~qT , κT , α0

T 〉aB(~qB)a~ρT
(~qT )×

×
[∫

d3q′Bd3q′T 〈p,m, β|Sβα|~qB
′, κ′B, α0

B; ~qT
′, κ′T , α0

T 〉aB(~qB
′)a~ρT

(~qT
′)

]∗
. (57)

Âûðàæàÿ S-ìàòðèöó ÷åðåç T -ìàòðèöó ñ ïîìîùüþ (30), ïîëó÷àåì
∫

d3qBd3qT 〈p,m, β|Sβα|~qB, κB, α0
B; ~qT , κT , α0

T 〉aB(~qB)a~ρT
(~qT ) = J1 + J2, (58)

ãäå

J1 ≡ δαβδm1κB
δm2κT

∫
d3qBd3qT δ(~p1 − ~qB)δ(~p2 − ~qT )aB(~qB)a~ρT

(~qT ) =

= δαβδm1κB
δm2κT

aB(~p1)a~ρT
(~p2), (59)

J2 ≡ −2πı
∫

d3qBd3qT 〈p,m, β|T βα|~qB, κB, α0
B; ~qT , κT , α0

T 〉×
×δ(Eβ

p − Eα
q )δ(~P − ~Q)aB(~qB)a~ρT

(~qT ), (60)
ãäå

~P =
N∑

i=1
~pi, ~Q = ~qB + ~qT .

Â âûðàæåíèè (47) ñîäåðæèòñÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî çàäàííîé îáëàñòè∆ â èì-
ïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå ïðîäóêòîâ ðåàêöèè. Îáû÷íî äåòåêòîðû ïðîäóêòîâ ðåàê-
öèè ðàñïîëàãàþòñÿ âíå îáëàñòè ïîïàäàíèÿ ïó÷êîâûõ ÷àñòèö. Ïîýòîìó â îáëàñòè
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~p1 ∈ ∆1 èìååì aB(~p1) = 0, à âêëàä J1 â èíòåãðàë (58) èñ÷åçàåò. Ïîäñòàâëÿÿ (58)
â (57), ïðèâîäèì (47) ê ñëåäóþùåìó âèäó

Pr({∆i}N
1 , {mi}N

1 , β) = (2π)2
∫

∆

d3p
∑

κBκT κ′Bκ′T

〈κB|ρ(spin)
B |κ′B〉〈κT |ρ(spin)

T |κ′T 〉×

×
∫

d3qBd3qT 〈p,m, β|T βα|~qB, κB, α0
B; ~qT , κT , α0

T 〉×
×δ(Eβ

p − Eα
q )δ(~P − ~Q)aB(~qB)a~ρT

(~qT )×
×

∫
d3q′Bd3q′T 〈p,m, β|T βα|~qB

′, κ′B, α0
B; ~qT

′, κ′T , α0
T 〉∗×

×δ(Eβ
p − Eα

q′)δ(~P − ~Q′)a∗B(~qB
′)a∗~ρT

(~qT
′), (61)

ãäå ~Q′ ≡ ~qB
′ + ~qT

′.
Èìååì

δ(~P − ~Q)δ(~P − ~Q′) = δ(~P − ~Q)δ( ~Q− ~Q′),

δ(Eβ
p − Eα

q )δ(Eβ
p − Eα

q′) = δ(Eβ
p − Eα

q )δ(Eα
q − Eα

q′).

Ïîäñòàâëÿåì ýòè âûðàæåíèÿ â (61) è âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé î ñðåäíåì çíà÷å-
íèè äëÿ âûíåñåíèÿ ýëåìåíòîâ T -ìàòðèöû èç-ïîä çíàêà èíòåãðàëà ïî èìïóëüñàì
÷àñòèö âõîäíîãî êàíàëà, ïîëó÷àåì

Pr({∆i}N
1 , {mi}N

1 , β) = (2π)2
∫

∆

d3p
∑

κBκT κ′Bκ′T

〈κB|ρ(spin)
B |κ′B〉〈κT |ρ(spin)

T |κ′T 〉×

×〈p,m, β|T βα|〈~qB〉, κB, α0
B; 〈~qT 〉, κT , α0

T 〉×
×〈p,m, β|T βα|〈~qB〉, κ′B, α0

B; 〈~qT 〉, κ′T , α0
T 〉∗×

×δ(Eβ
p − Eα

〈q〉)δ(~P − 〈 ~Q〉)K(~ρT ), (62)
ãäå 〈~qB〉 è 〈~qT 〉 � íåêîòîðûå "ñðåäíèå òî÷êè", ëåæàùèå â îáëàñòè ëîêàëèçàöèè
ôóíêöèé aB(~qB) è a~ρT

(~qT ), ñîîòâåòñòâåííî;

〈 ~Q〉 = 〈~qB〉+ 〈~qT 〉, Eα
q = Eα

〈~qB〉 + Eα
〈~qT 〉,

K(~ρT ) =
∫

d3qBd3qTd3q′Bd3q′TaB(~qB)a~ρT
(~qT )(aB(~qB

′)a~ρT
(~qT

′))∗×
×δ(Eα

q − Eα
q′)δ( ~Q− ~Q′). (63)

Ïðèñòóïàåì ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëà (63). Ïîñêîëüêó âêëàäδ-ôóíêöèè â èí-
òåãðàë ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ îêðåñòíîñòÿìè íóëåé åå àðãóìåíòà, ìîæíî â àð-
ãóìåíòå ýíåðãåòè÷åñêîé δ-ôóíêöèè îñòàâèòü òîëüêî ëèíåéíûå ÷ëåíû ðÿäà Òåé-
ëîðà. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ãëàäêîé ôóíêöèèφ(~r) èìååì

φ(~r + ∆~r) = exp(∆~r · ∇)φ(~r) = φ(~r) + (∆~r · ∇)φ(~r) + . . .
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Äëÿ ôóíêöèè E(~q) =
√

~q2 + M 2, ïîëàãàÿ ~q = 〈~q〉+ (~q − 〈~q〉), ïîëó÷àåì
E(~q) = E(〈~q〉) + (~q − 〈~q〉)〈~β〉+ . . . ,

ãäå 〈~β〉 = 〈~q〉/
√
〈~q〉2 + M 2 � ñðåäíåå çíà÷åíèå ñêîðîñòè ÷àñòèöû ñ ìàññîé M è

ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì èìïóëüñà 〈~q〉. Ñëåäîâàòåëüíî,
Eα

q = Eα
~qB

+ Eα
~qT

= Eα
〈~qB〉 + Eα

〈~qT 〉 + (~qB − 〈~qB〉)〈~βB〉+ (~qT − 〈~qT 〉)〈~βT 〉+ . . . ,

Eα
q′ = Eα

~qB
′ + Eα

~qT
′ = Eα

〈~qB〉 + Eα
〈~qT 〉 + (~qB

′ − 〈~qB〉)〈~βB〉+ (~qT
′ − 〈~qT 〉)〈~βT 〉+ . . . .

Îòñþäà íàõîäèì

Eα
q − Eα

q′ = (~qB − ~qB
′)〈~βB〉+ (~qT − ~qT

′)〈~βT 〉+ . . .

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå è ~Q − ~Q′ = ~qB − ~qB
′ + ~qT − ~qT

′ â (63) è ó÷èòûâàÿ
(55), ïîëó÷àåì ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ~qT

′:

K(~ρT ) =
∫

d3qBd3qTd3q′BaB(~qB)aT (~qT )(aB(~qB
′)aT (~qB − ~qB

′ + ~qT ))∗×

× exp(ı~ρT (~qB − ~qB
′))δ[(~qB − ~qB

′)(〈~βB〉 − 〈~βT 〉)]. (64)
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáëàñòü ëîêàëèçàöèè â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå âîëíîâî-

ãî ïàêåòà aB(~qB) ïó÷êîâîé ÷àñòèöû çíà÷èòåëüíî ìåíüøå îáëàñòè ëîêàëèçèöèè
âîëíîâîãî ïàêåòà aT (~qT ) ÷àñòèöû-ìèøåíè. Òîãäà ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäó-
þùèì ïðèáëèæåíèåì

aB(~qB)(aB(~qB
′)aT (~qB − ~qB

′ + ~qT ))∗ ≈ aB(~qB)(aB(~qB
′)aT (~qT ))∗, (65)

ò.å. ìû ïðåíåáðåãàåì èçìåíåíèåì ôóíêöèè aT (~q) íà èíòåðâàëå |~qB − ~qB
′|. Â

ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèå ïî ~qT äàåò
∫

d3qTaT (~qT )(aT (~qT ))∗ = 1, (66)

ïîñêîëüêó âñå ïàêåòû íîðìèðîâàíû íà åäèíèöó.
Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì èíòåãðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåìδ-ôóíêöèè

δ[(~qB − ~qB
′) ·∆~β] =

1

2π

∞∫

−∞
exp(ıλ(~qB − ~qB

′) ·∆~β) dλ, (67)

ãäå
∆~β ≡ 〈~βB〉 − 〈~βT 〉. (68)

Ïîäñòàâëÿÿ (66) è (67) â (64), íàõîäèì

K(~ρT ) =
∞∫

−∞

dλ

2π

∫
d3qBaB(~qB) exp(ı~qB(~ρT + λ∆~β))×
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×
∫

d3q′B(aB(~qB
′)∗ exp(−ı~qB

′(~ρT + λ∆~β)) =

=
∞∫

−∞

dλ

2π

∣∣∣∣
∫

d3qBaB(~qB) exp(ı~qB(~ρT + λ∆~β))
∣∣∣∣
2
.

Èíòåãðàë ïî ~qB ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ïó÷êîâîãî ïàêåòà aB(~qB), à
ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ (54), íàõîäèì

K(~ρT ) = (2π)2
∞∫

−∞

∣∣∣∣GB(~ρT + λ∆~β)
∣∣∣∣
2

dλ, (69)

ãäå GB(~r) � ïó÷êîâûé ïàêåò â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè. Èñïîëüçóÿ (69),
ïðåäñòàâëÿåì (62) â âèäå

Pr({∆i}N
1 , {mi}N

1 , β) = (2π)2
∫

∆
d3p Rβα(p,m, β)K(~ρT ) =

= (2π)4
∫

∆
d3p Rβα(p,m, β)

∞∫

−∞

∣∣∣∣GB(~ρT + λ∆~β)
∣∣∣∣
2

dλ, (70)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

Rβα(p,m, β) = δ(Eβ
p − Eα

〈q〉)δ(~P − 〈 ~Q〉)×

× ∑

κBκT κ′Bκ′T

〈κB|ρ(spin)
B |κ′B〉〈κT |ρ(spin)

T |κ′T 〉×

×〈p,m, β|T βα|〈~qB〉, κB, α0
B; 〈~qT 〉, κT , α0

T 〉×
×〈p,m, β|T βα|〈~qB〉, κ′B, α0

B; 〈~qT 〉, κ′T , α0
T 〉∗. (71)

Ôîðìóëà (70) äàåò âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè âçàèìîäåéñòâèè ïó÷êîâîé ÷à-
ñòèöû ñ ÷àñòèöåé-ìèøåíüþ, ëîêàëèçîâàííîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè~ρT , èìïóëüñû
ïðîäóêòîâ ðåàêöèè îêàæóòñÿ â èíòåðâàëàõ {∆i}N

1 , à ïðîåêöèè èõ ñïèíîâ áóäóò
èìåòü çíà÷åíèÿ {mi}N

1 . Ýòà âåëè÷èíà â ôîðìóëå (34) îáîçíà÷àëàñü wβα(~ρT ).
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîëíîé âåðîÿòíîñòè W βα íàäî ñîãëàñíî (34) ïðîèçâåñòè ñóì-
ìèðîâàíèå ïî âñåìNT ÷àñòèöàì ìèøåíè, îáëó÷àåìûõ ïó÷êîì, ò.å. íàõîäÿùèõñÿ
â îáëàñòè ëîêàëèçàöèè ïó÷êîâîãî ïàêåòà GB(~r). Åñëè ëèíåéíûå ðàçìåðû ýòî-
ãî ïàêåòà çíà÷èòåëüíî áîëüøå ñðåäíåãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè ìèøåíè,
ìîæíî ñóììó (34) àïïðîêñèìèðîâàòü èíòåãðàëîì

W βα =
NT∑

i=1
wβα(~ρi) ≈

∫

V
wβα(~ρ)φ(~ρ) d3ρ, (72)

ãäå φ(~ρ) � îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü ìèøåíè (÷àñòèö/ñì3), à èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ
ïî îáúåìó V , îáëó÷àåìîìó ïó÷êîì, ò.å.

∫

V
φ(~ρ) d3ρ = NT . (73)
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Â ôîðìóëå (70) îò ~ρ çàâèñèò òîëüêî èíòåãðàë ïî λ. Ïîýòîìó âû÷èñëèì îò-
äåëüíî

L(∆~β) ≡
∫

V
d3ρφ(~ρ)

∞∫

−∞

∣∣∣∣GB(~ρ + λ∆~β)
∣∣∣∣
2

dλ. (74)

Åñëè äèàìåòð ïó÷êà ìåíüøå ïîïåðå÷íîãî ðàçìåðà ìèøåíè, èíòåãðèðîâàíèå â
ïîïåðå÷íîé ïëîñêîñòè Π (ñì. ðèñ.1) ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü ôîðìàëüíî íà âñþ
ýòó ïëîñêîñòü, ïîñêîëüêó âêëàä â èíòåãðàë (74) äàåò òîëüêî òà îáëàñòü, ãäåGB(~r)
îòëè÷íà îò íóëÿ. Ïîëó÷àåì

L(∆~β) =
∞∫

−∞
d2ρ⊥

∫

H

dρ‖φ(~ρ)
∞∫

−∞

∣∣∣∣GB(~ρ + λ∆~β)
∣∣∣∣
2

dλ, (75)

ãäå ~ρ‖ è ~ρ⊥ � êîìïîíåíòû âåêòîðà ~ρ âäîëü ïàäàþùåãî ïó÷êà è ïåðïåíäèêóëÿðíî
åìó, H � ïðîäîëüíûé ðàçìåð ìèøåíè. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (68)∆~β = 〈~βB〉−
〈~βT 〉. Â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà 〈~βT 〉 = 0, à ïîýòîìó ∆~β = 〈~βB〉, ò.å. ∆~β

èìååò íàïðàâëåíèå ïàäàþùåãî ïó÷êà. Ââåäåì äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ
îñüþ z âäîëü ∆~β, â êîòîðîé èíòåãðàë (75) èìååò âèä

L(∆~β) =
∞∫

−∞
dρx

∞∫

−∞
dρy

∫

H

dρzφ(ρx, ρy, ρz)
∞∫

−∞

∣∣∣∣GB(ρx, ρy, ρz + λ|∆~β|)
∣∣∣∣
2

dλ.

Ââîäÿ âìåñòî λ íîâóþ ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ

ξ = ρz + λ|∆~β|,
ïîëó÷àåì

L(∆~β) =
1

|∆~β|
∞∫

−∞
dρx

∞∫

−∞
dρyg(ρx, ρy)

∞∫

−∞
|GB(ρx, ρy, ξ)|2 dξ, (76)

ãäå
g(ρx, ρy) ≡

∫

H

φ(ρx, ρy, ρz)dρz (77)

� ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü ìèøåíè â òî÷êå (ρx, ρy). Ïî òåîðåìå î ñðåäíåì
çíà÷åíèè èìååì

L(∆~β) =
g(ρ̃x, ρ̃y)

|∆~β|
∞∫

−∞
|GB(x, y, z)|2 dxdydz,

îòêóäà ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ åäèíè÷íîé íîðìèðîâêè ïàêåòàGB(~r) ïîëó÷àåì

L(∆~β) =
g(ρ̃x, ρ̃y)

|∆~β| , (78)
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ãäå (ρ̃x, ρ̃y) � íåêîòîðàÿ "ñðåäíÿÿ òî÷êà" â ïîïåðå÷íîé ïëîñêîñòè â îáëàñòè
ëîêàëèçàöèè ïó÷êîâîãî ïàêåòàGB(~r), çàâèñÿùàÿ îò åãî ôîðìû.

Èñïîëüçóÿ (70),(72),(74) è (78), íàõîäèì

W βα =
(2π)4

|∆~β|
∫

∆
d3p Rβα(p,m, β)g(ρ̃x, ρ̃y). (79)

Ýòî åñòü ïîëíàÿ âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ñèñòåìû èç âõîäíîãî êàíàëàα â âû-
õîäíîé êàíàë β çà ñ÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ ïó÷êîâîé ÷àñòèöû ñî âñåìè ÷àñòèöàìè
ìèøåíè, ïðè÷åì èìïóëüñû ïðîäóêòîâ ðåàêöèè ëåæàò â èíòåðâàëàõ{∆i}N

1 , à ïðî-
åêöèè ñïèíîâ èìåþò çíà÷åíèÿ {mi}N

1 . Åñëè èìïóëüñíûå èíòåðâàëû óñòðåìèòü ê
íóëþ, ïîëó÷èì

W βα =
(2π)4

|∆~β|R
βα(p,m, β)g(ρ̃x, ρ̃y)∆Ω, (80)

ãäå ∆Ω =
∫
∆ d3p � ìàëûé îáúåì èìïóëüñíîãî ïðîñòðàíñòâà, çàñåëåííûé çàðå-

ãèñòðèðîâàííûìè ïðîäóêòàìè ðåàêöèè.
Òåïåðü, íàêîíåö, îáðàòèìñÿ ê îïðåäåëåíèþ (1) äèôôåðåíöèàëüíîãî ñå÷åíèÿ,

êîòîðîå èñïîëüçóþò ýêñïåðèìåíòàòîðû. Óñëîâèåì åãî ïðèìåíèìîñòè ÿâëÿåòñÿ
ïîñòîÿíñòâî ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòèn ìèøåíè. Â ôîðìóëå (80) ïîâåðõíîñòíàÿ
ïëîòíîñòü äàåòñÿ ôóíêöèåé g(x, y). Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîé ñèòóàöèè g(x, y) = n
â ëþáîé òî÷êå (x, y). Ïîäñòàâëÿÿ (80) â (1), ïîëó÷àåì

dσβα

dΩ
=

(2π)4

|∆~β|R
βα(p,m, β). (81)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà (71), íàõîäèì

dσβα

dΩ
=

(2π)4

|∆~β| ×

× ∑

κBκT κ′Bκ′T

〈p,m, β|T βα|~qB, κB, α0
B; ~qT , κT , α0

T 〉〈κB, κT |ρ(spin)|κ′B, κ′T 〉×

×〈~qB, κ′B, α0
B; ~qT , κ′T , α0

T |(T βα)+|p,m, β〉δ(Eβ
p − Eα

q )δ(~P − ~Q), (82)
ãäå

〈κB, κT |ρ(spin)|κ′B, κ′T 〉 = 〈κB|ρ(spin)
B |κ′B〉〈κT |ρ(spin)

T |κ′T 〉 (83)
� ñïèíîâàÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè ñèñòåìû âî âõîäíîì ñîñòîÿíèè. Çäåñü îïóùå-
íû çíàêè óñðåäíåíèÿ: âìåñòî 〈 ~Q〉 è E〈q〉 íàïèñàíû ~Q è Eq, ïîñêîëüêó â óñëîâèÿõ
âûñîêîé ýíåðãåòè÷åñêîé ìîíîõðîìàòè÷íîñòè ïó÷êà ðàçëè÷èå ïðàêòè÷åñêè îòñóò-
ñòâóåò.
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Âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò îòñóòñòâèþ êàêîé-ëèáî ñïèíîâîé óïî-
ðÿäî÷åííîñòè âî âõîäíîì êàíàëå. Ýòî çíà÷èò, ÷òî

〈κB, κT |ρ(spin)|κ′B, κ′T 〉 =
1

2sB + 1

1

2sT + 1
δκBκ′BδκT κ′T , (84)

ãäå sB, sT � ñïèíû ÷àñòèö ïó÷êà è ìèøåíè. Ïîäñòàâëÿÿ (84) â (83), ïîëó÷àåì
èç (82)

dσβα

dΩ
=

(2π)4

|∆~β|W0
∑

κBκT

|〈p,m, β|T βα|~qB, κB, α0
B; ~qT , κT , α0

T 〉|2×

×δ(Eβ
p − Eα

q )δ(~P − ~Q), (85)
ãäå

W0 = [(2sB + 1)(2sT + 1)]−1, (86)

dΩ = d3p1d
3p2 . . . d3pN , ~P =

N∑

i=1
~pi, ~Q = ~qB + ~qT . (87)

6 Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ

Âàæíåéøàÿ îñîáåííîñòü ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà (82) ñîñòîèò â òîì, ÷òî äèô-
ôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå íå çàâèñèò îò äåòàëåé ïðèãîòîâëåíèÿ íà÷àëüíûõ ñîñòî-
ÿíèé ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö â ïðîñòðàíñòâå èõ öåíòðîâ ìàññ. Äåéñòâèòåëüíî,
âîëíîâûå ïàêåòû aB(~qB) è aT (~qT ), ââåäåííûå äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ öåíòðîâ
ìàññ ýòèõ ÷àñòèö, âûïàëè èç îêîí÷àòåëüíîãî ðåçóëüòàòà. Ýòî ïðîèçîøëî â ñè-
ëó äâóõ îáñòîÿòåëüñòâ. Âî-ïåðâûõ, ýíåðãåòè÷åñêàÿ ìîíîõðîìàòè÷íîñòü ïó÷êîâûõ
÷àñòèö ïðåäïîëàãàëàñü çíà÷èòåëüíî áîëåå âûñîêîé, ÷åì ÷àñòèö ìèøåíè. Äðó-
ãèìè ñëîâàìè, îáëàñòü ïðîñòðàíñòâåííîé ëîêàëèçàöèè ïó÷êîâîé ÷àñòèöû áûëà
çíà÷èòåëüíî áîëüøå îáëàñòè ëîêàëèçàöèè ÷àñòèö ìèøåíè. Âî-âòîðûõ, ïîâåðõ-
íîñòíàÿ ïëîòíîñòü ÷àñòèö ìèøåíè ïðåäïîëàãàëàñü ïîñòîÿííîé âî âñåé îáëàñòè,
îáëó÷àåìîé ïó÷êîì. Ýòè äâà îáñòîÿòåëüñòâà ïðèâåëè ê òîìó, ÷òî ôàêòè÷åñêè
ïàêåòû aB(~qB) è aT (~qT ) áûëè èñïîëüçîâàíû òîëüêî â íîðìèðîâî÷íûõ èíòåãðà-
ëàõ.

Äëÿ óïðîùåíèÿ ôîðìóë ìû èñïîëüçîâàëè ÷èñòûå ñîñòîÿíèÿ (53) â ïðîñòðàí-
ñòâå öåíòðîâ ìàññ ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö. Ïîñêîëüêó ïîëó÷åííîå äèôôåðåíöè-
àëüíîå ñå÷åíèå çàâèñèò òîëüêî îò ñîîòíîøåíèÿ ðàçìåðîâ îáëàñòåé èõ ïðîñòðàí-
ñòâåííîé ëîêàëèçàöèè, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ôîðìóëà (82) ìîæåò áûòü íåïî-
ñðåäñòâåííî îáîáùåíà íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ ñìåøàííûõ ñîñòîÿíèé ñ òåìè æå
îáùèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ïðîñòðàíñòâåííîé (èëè èìïóëüñíîé) ëîêàëèçàöèè.
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Ôîðìóëà (85) äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî ñå÷åíèÿ ïðîöåññà ñ íåïîëÿðèçîâàííûì
ïó÷êîì ñîâïàäàåò ñ òîé, êîòîðàÿ ïîëó÷åíà â [8] äðóãèì ñïîñîáîì äëÿ òåõ æå
óñëîâèé ïðèãîòîâëåíèÿ ïó÷êà è ìèøåíè.

7 Ðåëÿòèâèñòñêàÿ èíâàðèàíòíîñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî
ñå÷åíèÿ

Äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå dσβα íå äîëæíî èçìåíÿòüñÿ ïðè ïåðåõîäå èç îä-
íîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà â äðóãóþ. Îäíàêî, èíâàðèàíòíîñòü ïîëó÷åí-
íîé ôîðìóëû (82) íå î÷åâèäíà. Ïðåîáðàçóåì åå ê èíâàðèàíòíîìó âèäó.

Åñëè ñðåäíèå ñêîðîñòè ~βB è ~βT ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö êîëëèíåàðíû, òî
ìîæíî | ∆~β | ïðåäñòàâèòü â âèäå

| ∆~β |=| ~βB + π~βT |, π = ±1. (88)

Çäåñü îïóùåíû çíàêè óñðåäíåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå èíâàðèàíòíóþ âåëè÷èíó
(PBPT )2, ãäå PB è PT � ñîîòâåòñòâóþùèå 4-èìïóëüñû, ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â ñëåäóþùåì âèäå:

(PBPT )2 = (EBET + πpBpT )2 = (EBpT + πETpB)2 + (MTMB)2.

Ïîñêîëüêó ~p = ~βE äëÿ êàæäîé ÷àñòèöû, ïîëó÷àåì

(PBPT )2 = (EBET )2(βT + πβB)2 + (MTMB)2.

Îòñþäà íàõîäèì

|βB + πβT | =
√

(PBPT )2 − (MBMT )2/(EBET ). (89)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå êâàäðàò ýôôåêòèâíîé ìàññû ýòîé ïàðû ÷àñòèö

s ≡ (PB + PT )2 = M 2
B + M 2

T + 2PBPT ,

îòêóäà íàõîäèì
PBPT = (s−M 2

B −M 2
T )/2. (90)

Äàëåå

(PBPT )2 − (MBMT )2 = [s− (MB −MT )2][s− (MB + MT )2]/4.

Òåïåðü (89) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

|βB + πβT | = [s− (MB −MT )2]1/2[s− (MB + MT )2]1/2/(2EBET ),
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ò.å.
|βB + πβT | =

√
λ(s,M 2

B,M 2
T )/(2EBET ), (91)

ãäå

λ(x, y, z) ≡ x2+y2+z2−2(xy+xz+yz) = [x−(
√

y+
√

z)2][x−(
√

y−√z)2] (92)

íàçûâàåòñÿ "êèíåìàòè÷åñêîé" ôóíêöèåé.
Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî δ(P), ãäå P � 4-èìïóëüñ, ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà. Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå âäîëü îñèz:

δ(P) = δ(E)δ(px)δ(py)δ(pz) = δ(γcE
∗ + γcβcp

∗
z)δ(p

∗
x)δ(p

∗
y)δ(γcp

∗
z + γcβcE

∗),

ãäå βc � ïåðåíîñíàÿ ñêîðîñòü ñèñòåìû (∗) îòíîñèòåëüíî èñõîäíîé ñèñòåìû îò-
ñ÷åòà, γc � ñîîòâåòñòâóþùèé Ëîðåíö-ôàêòîð. Èñïîëüçóÿ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå δ -ôóíêöèè, ïîëó÷àåì

δ(E)δ(pz) =
1

(2π)2

∫
exp(ıE∗(κγcβc + λγc)) exp(ıp∗z(κγc + λγcβc)) dκ dλ.

Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå èíòåãðèðîâàíèÿ

κ′ = κγc + λγcβc, λ′ = κγcβc + λγc.

ßêîáèàí ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ åñòü
D(κ′, λ′)
D(κ, λ)

= γ2
c (1− β2

c ) = 1,

ò.å.
D(κ′, λ′)
D(κ, λ)

= 1.

Ñëåäîâàòåëüíî,

δ(E)δ(pz) =
1

(2π)2

∫
exp(ıE∗λ′) exp(ıp∗zκ

′) dκ′ dλ′ = δ(E∗)δ(p∗z),

ò.å.
δ(E)δ(pz) = δ(E∗)δ(p∗z), δ(P) = inv. (93)

Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî d3p/E ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì. Èìååì

d3p

E
=

dpxdpydpz

E
=

dp∗xdp∗y(γcdp∗z + γcβcdE∗)
γc(E∗ + βcp∗z)

=

=
dp∗xdp∗yγcdp∗z(1 + βcβ

∗
z )

γcE∗(1 + βcβ∗z )
=

dp∗xdp∗ydp∗z
E∗ ,
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ò.å.
d3p/E = inv. (94)

Èñïîëüçóÿ (91) , (93) è (94) , çàïèøåì (82) â âèäå

dσβα =
2(2π)4

√
λ(s,M 2

B,M 2
T )
×

× ∑

κBκT κ′Bκ′T

〈p,m, β|T̃ βα|~qB, κB, α0
B; ~qT , κT , α0

T 〉〈κB, κT |ρ(spin)|κ′B, κ′T 〉×

×〈~qB, κ′B, α0
B; ~qT , κ′T , α0

T |(T̃ βα)+|p,m, β〉δ(Pin − Pout)
N∏

j=1

d3pj

Ej
, (95)

ãäå
T̃ βα =

√
E1E2 . . . ENT βα

√
EBET , (96)

Pin,Pout � ñóììàðíûå 4-èìïóëüñû âõîäíîãî è âûõîäíîãî êàíàëîâ. Ââåäåííàÿ
çäåñü ìàòðèöà T̃ βα ÿâëÿåòñÿ ðåëÿòèâèñòñêèì èíâàðèàíòîì. Ýòî ñëåäóåò èç èí-
âàðèàíòíîñòè dσβα è âñåõ îñòàëüíûõ ñîìíîæèòåëåé â ïðàâîé ÷àñòè (95). Ïî-
ýòîìó âû÷èñëåíèå ìàòðèöû T̃ βα ìîæåò áûòü ïðîèçâåäåíî â ëþáîé ñèñòåìå îò-
ñ÷åòà. Îäíàêî, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïðåäïî÷òèòåëüíîé îêàçûâàåòñÿC-ñèñòåìà,
ãäå ~pa

∗ + ~pb
∗ = 0. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì íàèáîëåå óäîáíûõ

èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ äëÿ çàäàíèÿ ñîñòîÿíèé. Îäíèì èç íèõ ÷àñòî áûâàåò ïîë-
íûé óãëîâîé ìîìåíò ñèñòåìû. Êîììóòàöèîííîå ñîîòíîøåíèå êîìïîíåíòJi åãî
îïåðàòîðà è îïåðàòîðà ~P = ~pa + ~pb ñóììàðíîãî 3-èìïóëüñà ñèñòåìû èìååò âèä

[Ji, Pk] = ı
∑

l

εiklPl, (97)

ãäå εikl � àíòèñèììåòðè÷íûé åäèíè÷íûé òåíçîð. Ïîñêîëüêó ýòîò êîììóòàòîð
îòëè÷åí îò íóëÿ, ïîëíûé óãëîâîé ìîìåíò è ïîëíûé 3-èìïóëüñ ñèñòåìû, âîîáùå
ãîâîðÿ, íå ÿâëÿþòñÿ ñîâìåñòíûìè èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ. Åñëè æå îãðàíè÷èòüñÿ
òîëüêî òåìè ñîñòîÿíèÿìè |ψ〉 ñèñòåìû, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

~P |ψ〉 = 0, (98)

êîììóòàòîð (97) îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ýòî çíà÷èò, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé,
ïðèíàäëåæàùèõ C-ñèñòåìå, â ïîëíûé íàáîð ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí ìîãóò áûòü
âêëþ÷åíû ~J 2, Jz, ~P = 0.

Àíàëîãè÷íî, îïåðàòîð P ïðîñòðàíñòâåííîé èíâåðñèè êîììóòèðóåò ñ îïåðà-
òîðîì ~P òîëüêî â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé (98). Ïîýòîìó òîëüêî â C-ñèñòåìå
óêàçàííûé âûøå íàáîð ñîâìåñòíûõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí ìîæåò áûòü äîïîëíåí
÷åòíîñòüþ.
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Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëèâ ìàòðèöó T βα
C â C-ñèñòåìå, ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû

(96) ìîæíî ëåãêî íàéòè ðåëÿòèâèñòñêè èíâàðèàíòíóþ ìàòðèöóT̃ βα, à òàêæå T -
ìàòðèöó â ëþáîé äðóãîé ñèñòåìå îòñ÷åòà. Íàïðèìåð, T -ìàòðèöà â L-ñèñòåìå
áóäåò èìåòü âèä

T βα
L =


 E∗

BE∗
TE∗

1E
∗
2 . . . E∗

N

EL
BEL

T EL
1 EL

2 . . . EL
N




1/2

T βα
C , (99)

ãäå E∗
i , E

L
i � ýíåðãèè ÷àñòèöû i â C- è L-ñèñòåìàõ, ñîîòâåòñòâåííî.

8 Äâóõ÷àñòè÷íûé ïðîöåññ

Ïðèìåíèì ôîðìóëó (95) ê äâóõ÷àñòè÷íîé ðåàêöèè

a + b → 1 + 2. (100)

Ñïåðâà ñäåëàåì ýòî â L -ñèñòåìå, ãäå ~pb = 0. Èìååì

Pin = (Ea + Mb, ~pa), Pout = (E1 + E2, ~p1 + ~p2). (101)

Âûðàæåíèå (95) ïðåäñòàâèì â âèäå

dσβα = A(~pa, ~pb, ~p1, ~p2,m1,m2)δ(Pin − Pout) d3p1d
3p2,

ãäå
A(~pa, ~pb, ~p1, ~p2,m1,m2) =

2(2π)4
√

λ(s,M 2
a ,M 2

b )
×

× ∑

κaκbκ′aκ′b

〈~p1,m1, ~p2, m2, β|T̃ βα|~pa, κa, α
0
a; ~pb, κb, α

0
b〉〈κa, κb|ρ(spin)|κ′a, κ′b〉×

×〈~pa, κ
′
a, α

0
a; ~pb, κ

′
b, α

0
b |(T̃ βα)+|~p1,m1, ~p2,m2, β〉, (102)

δ(Pin − Pout) = δ(E1 + E2 − Ea −Ma)δ(~p1 + ~p2 − ~pa).

Èíòåãðèðóÿ ïî ~p2, ïîëó÷àåì

dσβα = A(~pa, ~pb, ~p1, ~pa − ~p1,m1,m2)δ(E1 +
√

(~pa − ~p1)2 + M 2
2 − Ea −Ma) d3p1.

(103)
Èìååì d3p1 = p2

1dp1dΩ1 = p1E1dE1dΩ1. Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî E1 âîñïîëüçó-
åìñÿ èçâåñòíûì ïðåäñòàâëåíèåì δ-ôóíêöèè îò àðãóìåíòà, ÿâëÿþùåãîñÿ ôóíê-
öèåé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé x:

δ[f(x)] =
k∑

i=1

δ(x− xi)

|df(xi)/dx| , f(xi) = 0, i = 1, 2, . . . , k. (104)
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Â íàøåì ñëó÷àå

f(E1) = E1 +
√

(~pa − ~p1)2 + M 2
2 − Ea −Ma,

ãäå
E2

1 = p2
1 + M 2

1 , (~pa − ~p1)
2 = p2

a + p2
1 − 2pap1 cos θ1.

Èìååì îòñþäà
df(E1)

dE1
= 1 +

E1√
(~pa − ~p1)2 + M 2

2
(1− ~pa · ~p1/p

2
1).

Îáîçíà÷èì {Ei
1} êîðíè óðàâíåíèÿ f(E1) = 0, òîãäà pi

1 =
√

(Ei
1)

2 −M 2
1 , Ei

2 =√
(~pa − ~p1

i)2 + M 2
2 . Ñëåäîâàòåëüíî, Ei

1 + Ei
2 = Ea + Ma,

df(Ei
1)

dE1
= 1 +

Ei
1

Ei
2
(1− ~pa · ~p1

i/(pi
1)

2
). (105)

Èòàê,

δ(E1 +
√

(~pa − ~p1)2 + M 2
2 − Ea −Ma) =

∑

i

δ(E1 − Ei
1)

∣∣∣∣∣∣1 +
Ei

1

Ei
2
(1− ~pa · ~p1

i

(pi
1)

2 )

∣∣∣∣∣∣

−1

.

Èíòåãðèðóÿ (103) ïî E1, ïîëó÷àåì

dσβα =
∑

i

A(~pa, ~pb, ~p1
i, ~pa − ~p1

i,m1,m2)
pi

1E
i
1

|R(Ei
1)|

dΩ1,

ãäå

R(Ei
1) ≡ 1 +

Ei
1

Ei
2


1− ~pa · ~p1

i

(pi
1)

2


 = 1−

~β1
i · ~β2

i

(βi
1)

2 , (106)

~β1
i, ~β2

i � ñêîðîñòè ïðîäóêòîâ ðåàêöèè (~β = ~p/E). Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ôóíêöèþ
(102), íàõîäèì

dσβα

dΩ1
=

2(2π)4
√

λ(s,M 2
a ,M 2

b )
×

×∑

i

〈~p1
i,m1, ~pa−~p1

i,m2, β|T̃ βαρ0(T̃
βα)+|~p1

i,m1, ~pa−~p1
i,m2, β〉 pi

1/E
i
2

|R(Ei
1)|

. (107)

Çäåñü ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì êîðíÿì ñèñòåìû óðàâíåíèé

Ei
1 + Ei

2 = Ea + Ma, ~p1
i + ~p2

i = ~pa, (108)

êîòîðàÿ âûðàæàåò çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà. Ïðè çàäàííîì íàïðàâ-
ëåíèè Ω1 âûëåòà ÷àñòèöû 1 â L-ñèñòåìå ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé ìîæåò èìåòü îò
íóëÿ äî äâóõ ðåøåíèé.
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Òåïåðü âû÷èñëèì äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå âC-ñèñòåìå, ãäå ~pa
∗+ ~pb

∗ = 0,
à âñå âåëè÷èíû áóäåì ñíàáæàòü çâåçäî÷êîé (∗). Èìååì

Pin = (E∗
a + E∗

b , 0), Pout = (E∗
1 + E∗

2 , ~p1
∗ + ~p2

∗). (109)

Âûðàæåíèå (95) ïðåäñòàâèì â âèäå

dσβα = A(~pa
∗, ~pb

∗, ~p1
∗, ~p2

∗,m1,m2)δ(Pin − Pout) d3p∗1d
3p∗2,

ãäå
δ(Pin − Pout) = δ(E∗

1 + E∗
2 − E∗

a − E∗
b )δ(~p1

∗ + ~p2
∗).

Èíòåãðèðóÿ ïî ~p2
∗, ïîëó÷àåì

dσβα = A(~pa
∗, ~pb

∗, ~p1
∗,−~p1

∗, m1,m2)δ(E
∗
1 +

√
(p∗1)2 + M 2

2−E∗
a−E∗

b ) d3p∗1, (110)

ãäå d3p∗1 = p∗1E
∗
1dE∗

1dΩ∗
1. Îáîçíà÷èì f(E∗

1) = E∗
1 +

√
(p∗1)2 + M 2

2−Ec, Ec ≡ E∗
a +

E∗
b , (E∗

1)
2 = (p∗1)

2 + M 2
1 . Îòñþäà ïîëó÷àåì f(E∗

1) = E∗
1 +

√
(E∗

1)
2 −M 2

1 + M 2
2 −

Ec,
df(E∗

1)

dE∗
1

= 1 +
E∗

1√
(E∗

1)
2 −M 2

1 + M 2
2
. (111)

Íàéäåì êîðíè óðàâíåíèÿ f(E∗
1) = 0. Èìååì

√
(E∗

1)
2 −M 2

1 + M 2
2 = Ec − E∗

1 ,
îòêóäà íàõîäèì

E∗
1 =

E2
c + M 2

1 −M 2
2

2Ec
. (112)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â (111), ïîëó÷àåì

df(E∗
1)

dE∗
1

= 1 +
E∗

1

E∗
2
, ãäå E∗

2 = (E2
c + M 2

2 −M 2
1 )/(2Ec). (113)

Èíòåãðèðóÿ (110) ïî E∗
1 , íàõîäèì

dσβα = A(~pa
∗,−~pa

∗, ~p1
∗,−~p1

∗,m1,m2)
p∗1E

∗
1

1 + E∗
1/E

∗
2
dΩ∗

1,

ãäå p∗1 =
√

(E∗
1)

2 −M 2
1 . Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ôóíêöèþ (102), ïîëó÷àåì

dσβα

dΩ∗
1

=
2(2π)4

√
λ(s,M 2

a ,M 2
b )
×

×〈~p1
∗,m1,−~p1

∗,m2, β|T̃ βαρ0(T̃
βα)+|~p1

∗, m1,−~p1
∗,m2, β〉 p∗1/E

∗
2

1 + E∗
1/E

∗
2
, (114)

ãäå ~p1
∗ � èìïóëüñ ÷àñòèöû 1 â C-ñèñòåìå.

26



9 Òðåõ÷àñòè÷íûé ïðîöåññ

Ïðèìåíèì ôîðìóëó (95) ê òðåõ÷àñòè÷íîé ðåàêöèè

a + b → 1 + 2 + 3. (115)

Â ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà èìååì

dσβα = A(~pa, ~pb, ~p1, ~p2, ~p3,m1,m2, m3)δ(Pin − Pout)
3∏

j=1

d3pj

Ej
, (116)

ãäå
A(~pa, ~pb, ~p1, ~p2, ~p3,m1,m2,m3) =

2(2π)4
√

λ(s,M 2
a ,M 2

b )
×

× ∑

κaκbκ′aκ′b

〈~p1,m1, ~p2,m2, ~p3,m3, β|T̃ βα|~pa, κa, α
0
a; ~pb, κb, α

0
b〉〈κa, κb|ρ(spin)|κ′a, κ′b〉×

×〈~pa, κ
′
a, α

0
a; ~pb, κ

′
b, α

0
b |(T̃ βα)+|~p1,m1, ~p2,m2, ~p3,m3, β〉, (117)

Pin = (Ea + Eb, ~pa + ~pb), Pout = (E1 + E2 + E3, ~p1 + ~p2 + ~p3). (118)
Èíòåãðèðóÿ (116) ïî ~p3 , ïîëó÷àåì

dσβα = A(~pa, ~pb, ~p1, ~p2, ~p3,m1,m2,m3)δ(Ea+Eb−E1−E2−E3)
d3p1d

3p2

E1E2E3
, (119)

ãäå ñëåäóåò ïîëîæèòü

~p3 = ~pa + ~pb − ~p1 − ~p2, E3 =
√

(~pa + ~pb − ~p1 − ~p2)2 + M 2
3 . (120)

Ïîñêîëüêó pi dpi = Ei dEi, èìååì
d3p1d

3p2

E1E2
= p1p2 dE1 dΩ1 dE2 dΩ2. (121)

Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïîE2 âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (104), ãäå ñëåäóåò ïîëî-
æèòü

f(E2) = Ea + Eb − E1 − E2 −
√

(~q − ~p2)2 + M 2
3 , ~q ≡ ~pa + ~pb − ~p1.

Äèôôåðåíöèðóÿ ïî E2 ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî p2 =
√

E2
2 −M 2

2 , ïîëó÷àåì
df(E2)

dE2
= −1− E2

E3

(
1− ~q~p2

p2
2

)
,

ãäå E3 äàåòñÿ ôîðìóëîé (120). Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà~q = ~p2 + ~p3 ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî
ñêîðîñòü ñâîáîäíîé ÷àñòèöû i åñòü ~βi = ~pi/Ei, íàõîäèì

df(E2)

dE2
= −1 +

~β2~β3

β2
2

.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

δ(Ea + Eb − E1 − E2 − E3) =
∑

i

δ(E2 − Ei
2)

|1− ~β2~β3/β2
2 |

. (122)

Ïîäñòàâëÿÿ (121) è (122) â (119) è èíòåãðèðóÿ ïîE2, ïîëó÷àåì

dσβα

dE1 dΩ1 dΩ2
= p1

∑

i

A(~pa, ~pb, ~p1, ~p2
i, ~p3

i,m1,m2,m3)
pi

2/E
i
3

|R(Ei
2)|

, (123)

ãäå R(Ei
2) = 1− ~β2

i~β3
i/(βi

2)
2, à ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì êîðíÿìEi

2
óðàâíåíèÿ

Ea + Eb − E1 − E2 − E3 = 0, ãäå E3 =
√

(~pa + ~pb − ~p1 − ~p2)2 + M 2
3 .

Ïðè çàäàííûõ íàïðàâëåíèÿõ Ω1 è Ω2 âûëåòà ÷àñòèö è ýíåðãèè E1 îäíîé èç íèõ
ýòî êèíåìàòè÷åñêîå óðàâíåíèå ìîæåò èìåòü íå áîëåå äâóõ êîðíåé.

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà (123) äàåò ôóíêöèþ óãëîâîé è ýíåðãåòè÷åñêîé êîððåëÿ-
öèè ëþáûõ äâóõ ïðîäóêòîâ òðåõ÷àñòè÷íîé ðåàêöèè â ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå îò-
ñ÷åòà. Èíòåãðèðóÿ ýòî âûðàæåíèå ïîΩ2, ìîæíî ïîëó÷èòü ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð
÷àñòèöû 1, âûëåòàþùåé â íàïðàâëåíèèΩ1.

10 Äèôôåðåíöèàëüíûå ñå÷åíèÿ â èìïóëüñíîì è êîîð-
äèíàòíîì ïðîñòðàíñòâàõ

Â îïðåäåëåíèÿõ (1) è (2) äèôôåðåíöèàëüíîãî ñå÷åíèÿ ïîä∆Ω èìååòñÿ â âèäó
ýëåìåíò èìïóëüñíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðîäóêòîâ ðåàêöèè. Â òî æå âðåìÿ äåòåêòî-
ðû â óñëîâèÿõ ðåàëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ðåãèñòðèðóþò ÷àñòèöû, êîòîðûå âûëå-
òàþò â îïðåäåëåííîì íàïðàâëåíèè â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîñêîëüêó
èìïóëüñíîå è êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íû äëÿ ïðî-
èçâîëüíî âçÿòîãî âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ, âîçíèêàåò âîïðîñ î ïðèìåíèìîñòè òåîðå-
òè÷åñêèõ ôîðìóë äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñå÷åíèé ê èíòåðïðåòàöèè ýêñïåðèìåí-
òàëüíûõ äàííûõ.

Âàæíîé îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ èçìåðèòåëüíîé ïðîöåäóðû, ñâÿçàííîé
ñ èçìåðåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî ñå÷åíèÿ, ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî èç-
ìåðåíèå ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí (óãëîâûõ êîîðäèíàò è ýíåðãèè) ïðîèçâîäèòñÿ ïî
èñòå÷åíèè î÷åíü áîëüøîãî âðåìåííîãî ïðîìåæóòêà(∆t →∞), â òå÷åíèå êîòîðî-
ãî ñèñòåìà ñîâåðøàåò ñâîáîäíîå äâèæåíèå. Ñëåäñòâèåì ýòîãî ÿâëÿåòñÿ àñèìïòî-
òè÷åñêîå èñ÷åçíîâåíèå ðàçëè÷èÿ ìåæäó èìïóëüñíûì è êîîðäèíàòíûì óãëîâûìè
ðàñïðåäåëåíèÿìè.
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Ïóñòü ψ̃(~p) � âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ íåêîòîðîãî ïðîèçâîëüíîãî ñîñòîÿíèÿ íåðå-
ëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè ïðèt = 0. Òîãäà ïðè t > 0
â óñëîâèÿõ ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ýòîé ÷àñòèöû åñòü

ψ̃(~p, t) = exp(−ıEpt)ψ̃(~p), Ep =
p2

2M
, (124)

ãäå M � ìàññà ÷àñòèöû. Â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ
ýòîãî æå ñîñòîÿíèÿ åñòü

ψ(~r, t) = (2π)−3/2
∫

exp(ı~p~r)ψ̃(~p, t)d3p =

= 2π)−3/2
∫

exp(ıS(~p, ~r; t)ψ̃(~p)d3p, (125)
ãäå

S(~p, ~r; t) = ~p~r − Ept (126)
� ôàçîâàÿ ôóíêöèÿ.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè t →∞ ïåðèîä îñöèëëÿöèé ôóíêöèè exp(ıS(~p, ~r; t) ïî
ïåðåìåííîé ~p ïðè ôèêñèðîâàííîì ~r, âîîáùå ãîâîðÿ, íåîãðàíè÷åííî óìåíüøàåò-
ñÿ. Ýòî âåäåò ê òîìó, ÷òî îñíîâíîé âêëàä â èíòåãðàë (125) äàþò ñòàöèîíàðíûå
òî÷êè ~p (0) ôàçîâîé ôóíêöèè, â îêðåñòíîñòè êîòîðûõ îñöèëëÿöèè "çàìèðàþò".
Íàéäåì ýòè ñòàöèîíàðíûå òî÷êè. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì ôàçîâóþ ôóíêöèþ (126)
â âèäå

S(~p, ~r; t) =
3∑

j=1
φ(pj, xj; t), (127)

ãäå
φ(pj, xj; t) = pjxj −

p2
j

2M
t, (128)

pj, xj � äåêàðòîâû êîìïîíåíòû âåêòîðîâ ~p, ~r. Êðèòè÷åñêèå òî÷êè îïðåäåëÿþòñÿ
óñëîâèåì ýêñòðåìóìà ôàçîâîé ôóíêöèè

∂φ(pj, xj; t)

∂pj
= 0. (129)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà (128), íàõîäèì

p
(0)
j =

M

t
xj. (130)

Âûäåëÿÿ ïîëíûé êâàäðàò, ïðåäñòàâèì (128) â âèäå

φ(pj, xj; t) =
Mx2

j

2t
− t

2M
(pj − p

(0)
j )2. (131)

29



Ðèñ. 2: Ôàçîâàÿ ôóíêöèÿ φ(pj, xj; t) ïðè xj = const è t = t1 < t2 < t3 < t4.

Ýòî åñòü êâàäðàòè÷íàÿ ïàðàáîëà ïî ïåðåìåííîé pj, âåðøèíà êîòîðîé íàõî-
äèòñÿ â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè (p

(0)
j ,Mx2

j/2t), ïðè÷åì ïðè t > 0 â ýòîé òî÷êå
èìååòñÿ ìàêñèìóì (ðèñ.2).

Ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì xj óâåëè÷åíèå t ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âåðøèíà
ïàðàáîëû íåîãðàíè÷åííî ïðèáëèæàåòñÿ ê íà÷àëó êîîðäèíàò, à åå ðàñòâîð íåîãðà-
íè÷åííî óìåíüøàåòñÿ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðè t → ∞ ñòàíîâèòñÿ íåîãðàíè÷åí-
íî ìàëîé îêðåñòíîñòü êðèòè÷åñêîé òî÷êè p

(0)
j , â êîòîðîé îñöèëëÿöèè ôóíêöèè

exp(ıφ(pj, xj; t)) "çàìèðàþò". Ïîýòîìó ïðè t → ∞ ýôôåêòèâíàÿ îáëàñòü èíòå-
ãðèðîâàíèÿ â (125) íåîãðàíè÷åííî ñòÿãèâàåòñÿ ê òî÷êå

~p (0) =
M~r

t
. (132)

Åñëè ôóíêöèÿ ψ̃(~p) íåñóùåñòâåííî èçìåíÿåòñÿ â îêðåñòíîñòè ýòîé êðèòè÷åñêîé
òî÷êè, åå ìîæíî âûíåñòè èç-ïîä çíàêà èíòåãðàëà â òî÷êå~p = ~p (0). Òîãäà èç (125)
è (127) ïîëó÷àåì

ψ(~r, t)t→∞ = (2π)−3/2ψ̃(~p (0))
3∏

j=1

∞∫

−∞
exp(ıφ(pj, xj; t)dpj. (133)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà (131) è èíòåãðèðóÿ, íàõîäèì

ψ(~r, t)t→∞ = (M/t)3/2ψ̃(M~r/t) exp


ı


Mr2

2t
− 3

4
π





 . (134)

Ýòà ôîðìóëà óñòàíàâëèâàåò ïðîñòóþ ñâÿçü âîëíîâûõ ôóíêöèé ïðîèçâîëüíîãî
ñîñòîÿíèÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû â èìïóëüñíîì è êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèÿõ
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ïðè óñëîâèè, ÷òî ñâîáîäíîå äâèæåíèå ïðîèñõîäèò äîñòàòî÷íî äîëãî. Îòñþäà
ïîëó÷àåì ñâÿçü èìïóëüñíîãî è êîîðäèíàòíîãî ðàñïðåäåëåíèé ñâîáîäíîé ÷àñòèöû
ïðè t →∞:

W (~r, t)t→∞ = |ψ(~r, t)|2t→∞ = (M/t)3W̃ (M~r/t), (135)
ãäå

W̃ (~p) = |ψ̃(~p)|2 (136)
� èìïóëüñíîå ðàñïðåäåëåíèå, êîòîðîå ïðè ñâîáîäíîì äâèæåíèè, êîíå÷íî, íå
çàâèñèò îò âðåìåíè.

Äëÿ óãëîâûõ ðàñïðåäåëåíèé â êîîðäèíàòíîì è èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâàõ
èìååì

Pr(~̂r, t)t→∞ =
∞∫

0

W (~r, t)t→∞r2dr, P̃r(~̂p) =
∞∫

0

W̃ (~p)p2dp, (137)

ãäå ~̂r = ~r/r � åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè ~r. Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà (135),
ïîëó÷àåì

Pr(~̂r, t)t→∞ =
∞∫

0

(M/t)3W̃ (M~r/t)r2dr.

Ââîäÿ çäåñü íîâóþ ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ~k = M~r/t, ïîëó÷àåì

Pr(~̂r, t)t→∞ =
∞∫

0

W̃ (~k)k2dk,

ò.å.
Pr(~̂r, t)t→∞ = P̃r(~̂r), (138)

ïîñêîëüêó ~̂k = ~̂r.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè t → ∞ óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ â êîîðäèíàòíîì è èì-
ïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâàõ ñîâïàäàþò. Ýòî ñâîéñòâî ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ ïîçâî-
ëÿåò ñîïîñòàâëÿòü ýêñïåðèìåíòàëüíîå óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå, ïîëó÷åííîå â êî-
îðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå, ñ òåîðåòè÷åñêèì óãëîâûì ðàñïðåäåëåíèåì, ðàññ÷è-
òàííûì â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå.
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